COLEGIO NICOLAS ESGUERRA.
GUIA DE APRENDIZAJE AUTONOMO DE TRIGONOMETRIA.

DOCENTE: YAMILLE RAMIREZ JIMENEZ
GRADOS: 1005, 1006 y 1007
EJE TEMÁTICO: Solución de triángulos.
COMPONENTE: NUMERICO VARIACIONAL.
COMPETENCIA: Solucionar problemas de aplicación a través de la teoría de triángulos.
DESEMPEÑO: Identifica las razones trigonométricas, el teorema de Pitágoras, el teorema del Seno y el teorema del Coseno en la resolución de triángulos rectángulos.
1. En su cuaderno escriba la teoría y ejemplos que aparecen a continuación. 
Resolución de Triángulos Rectángulos.
Triángulos rectángulos: 
Los triángulos en general, están formados por 3 lados y 3 ángulos. Además, los triángulos rectángulos se llaman así por tener un ángulo recto.
Los lados de un triángulo rectángulo son la hipotenusa y los dos catetos:
[image: resolucion de triangulos rectangulos ejercicios]
El lado que está enfrente del ángulo recto es la hipotenusa:      [image: resolución de triángulos rectángulos ejercicios resueltos]
A los otros dos lados se les llama catetos y en función del ángulo que tomemos de referencia reciben el nombre de cateto opuesto y cateto adyacente o cateto contiguo. Se le llama cateto opuesto al lado que esté enfrente del ángulo de referencia y se le llama cateto adyacente al lado que no es la hipotenusa y hace parte de el ángulo.
Por ejemplo, en este triángulo:
[image: ejercicios razones trigonométricas en triángulos rectángulos resueltos]
Si tomamos de referencia el ángulo B:
[image: razones trigonométricas de un triángulo rectángulo ejercicios resueltos]
b es el lado que está enfrente de B y c es el lado que está tocando al ángulo B.
Pero si tomamos como referencia al ángulo C:
[image: triángulos rectángulos ejercicios resueltos]
Entonces b es el cateto contiguo y c es el cateto opuesto.
Por tanto, para saber cuál de todas las razones trigonométricas en el triángulo rectángulo se tiene que utilizar para resolver un problema, lo primero que se debe hacer es identificar los catetos con respecto al ángulo que se esté trabajando.
Los lados y ángulos del triángulo rectángulo, tienen una serie de relaciones entre ellos, las cuales van a ayudar a calcular las medidas de los elementos que no se conocen.
· Los tres lados están relacionados por el teorema de Pitágoras:
[image: ejercicios de resolucion de triangulos rectangulos]
· Los tres ángulos suman entre ellos 180º:
[image: ejercicios de triangulos rectangulos]
· Los lados y los ángulos se relacionan mediante las razones trigonométricas, las cuales se explican con todo detalle en el siguiente apartado.

Razones trigonométricas de un triángulo rectángulo.
Los ángulos y lados de un triángulo rectángulo, están relacionados por unas expresiones a las que llamamos razones trigonométricas.
Seno del ángulo B
Relaciona el ángulo B con el cateto opuesto y la hipotenusa. En otras palabras, es la razón entre el cateto opuesto y la hipotenusa. Se expresa como sen B:
[image: problemas de triángulos rectángulos resueltos]
Coseno del ángulo B
Relaciona el ángulo B con el cateto contiguo y la hipotenusa. Es la razón entre el cateto contiguo y la hipotenusa. Se expresa como cos B:
[image: problemas resueltos de triángulos rectángulos]
Tangente del ángulo B
Es la razón entre el cateto opuesto y el cateto contiguo. También entre el seno y el coseno. Se expresa como tg B:
[image: ejercicios de trigonometría triángulos rectángulos]
Cosecante del ángulo B
Es la razón inversa del seno. Se expresa como cosec B:
[image: ejercicios de triángulos rectángulos resueltos]
No hay que confundirlo con la función inversa del seno, que es el    ó arcoseno
Secante del ángulo B
Es la razón inversa del coseno. Se expresa como sec B:
[image: triángulos rectángulos]
No hay que confundirlo con la función inversa del coseno que es el   ó arco coseno.
Cotangente del ángulo B
Es la razón inversa de la tangente y se expresa como cotg B:
[image: triángulo rectángulo ejercicios]
No hay que confundirlo por la función inversa de la tangente que es el  ó   arcotangente.
Todas las razones trigonométricas relacionan un ángulo con dos lados, es decir, tres variables. Por tanto, a la hora de elegir qué razón utilizar, deberá ser aquella que sepamos al menos dos de las tres variables.
Se tiene que ir jugando con estas fórmulas según los datos que nos de el enunciado del problema.
Existen dos casos posibles que podemos encontrarnos en los problemas o ejercicios de resolución de triángulos rectángulos  que son:
· Que conozcamos dos lados y nos pregunte por algún ángulo o el otro lado
· Que conozcamos un lado y un ángulo y nos pidan calcular cualquier otro lado o ángulo
Si nos dan como dato dos ángulos, no podremos calcular los lados de ese triángulo rectángulo. Se necesita mínimo la longitud de uno de los lados. Siempre necesitamos como mínimo dos datos más el ángulo recto en total tres datos.

Resolución de triángulos rectángulos cuando se conocen dos lados.

Ejemplo: Tenemos un triángulo del que conocemos 2 de sus lados:
[image: ejercicios de resolucion de triangulos rectangulos]
Nos piden calcular el lado b y el ángulo B:
Para calcular el lado b, lo hacemos mediante la fórmula de Pitágoras, ya que en esa fórmula se relacionan los 3 lados y sólo nos queda por conocer 1 un lado.
De la fórmula de Pitágoras despejamos el cateto mayor, que corresponde con el lado b:
[image: triángulos rectángulos resueltos]
Y ahora sustituimos valores y calculamos:
· C = b (es el lado que estamos calculando)
· c = 3 m
· H = 5 m
[image: triángulos rectángulos ejercicios]
Nos ha quedado una ecuación, de la que tenemos b como incógnita.
Para calcular el ángulo B, podemos hacerlo de muchas maneras. Una de ellas es utilizando la razón trigonométrica del seno por ejemplo, ya que conocemos el valor de la hipotenusa y del cateto opuesto.
En realidad podríamos utilizar cualquier razón trigonométrica porque conocemos todos sus lados:
[image: ejercicios de solución de triángulos rectángulos]
Sustituimos valores y resolvemos:
[image: problemas de trigonometría triángulos rectángulos]
ARC SEN es igual a 
Una vez conocemos el valor del seno de B, con la calculadora hemos calculado su inversa y obtenemos el ángulo. Presta atención a que la calculadora esté en grados y no en radianes es decir en DEG.
Resolución de triángulos rectángulos cuando se conocen dos lados

Ejemplo: De un triángulo rectángulo ABC, se conocen   a = 45m  y  B=22°, A=90°, resolver el triángulo.
SOLUCION: 
[image: Triangulo ABC para resolverlo ]
 De acuerdo con el gráfico anterior se tiene:    C = 90° - 22° = 68°
 
Por otro lado b = a. Sen 22° luego   b = 45 · 0.3746 = 16.85 m
 
Para calcular el lado c se puede con Pitágoras ó con  de donde c = a. cos 22° luego    c = 45 · 0.9272 = 41.72 m
[bookmark: _GoBack]Resolución de Triángulos No Rectángulos.
Para calcular los tres lados y los tres ángulos de un triángulo no rectángulo se puede utilizar el teorema del seno o el teorema del coseno como se describe a continuación:
El teorema del coseno es un resultado de trigonometría que establece la relación de proporcionalidad existente entre las longitudes de lados de un triángulo cualquiera con los cosenos de sus ángulos interiores opuestos. 
Para aplicar el teorema del coseno se pueden presentar dos situaciones:
1. Se necesita conocer la longitud de dos lados y la medida de un ángulo formado por ellos.  
2. Se necesita conocer los tres lados.
Sea un triángulo cualquiera con lados a, b y c y con ángulos interiores α, β y γ (son los ángulos opuestos a los lados, respectivamente). Entonces, se cumplen las relaciones
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Ejemplo: Se tiene un triángulo cuyos lados b y c miden 45 y 66 cm respectivamente y cuyo ángulo α mide 47°. Hallar cuánto mide el lado a del triángulo.
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
 Solución
Como queremos calcular el lado a del triángulo, aplicamos la siguiente fórmula del teorema del coseno:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Tenemos los datos necesarios para calcular a, es decir, tenemos b, c y al ángulo α. Por tanto, sustituyendo los datos y haciendo la raíz cuadrada obtenemos:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Luego el lado a mide aproximadamente 48.27 cm.
Nota : utilizamos el signo ≃ para indicar que el valor de a es una aproximación.
Ejemplo: Si cierto triángulo tiene un lado de 25.5 cm y otro de 37.5 cm y sus respectivos ángulos opuestos son de 37° y 62°, ¿cuánto mide el otro lado?
Solución
El triángulo es el siguiente:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Para hallar el lado c aplicaremos la siguiente fórmula del teorema del coseno:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Pero para poder aplicarla, necesitamos conocer el ángulo γ. Esto no supone ningún problema ya que la suma de los ángulos interiores de un triángulo es siempre 180°, por lo que tenemos la ecuación:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Aplicamos la fórmula:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Luego el lado c mide 41.92 cm.
Ejemplo: ¿Cuál es el valor del ángulo γ del siguiente triángulo si se sabe que los lados a, b y c miden 6, 8 y 12 cm respectivamente?
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Solución
Para hallar el ángulo γ aplicaremos la siguiente fórmula del teorema del coseno:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Como conocemos todos los datos necesarios, los sustituimos en la fórmula y despejamos el ángulo γ aplicando la inversa arccos:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
EJEMPLO: Carlos y Felipe deciden competir en carreras alrededor de un parque. El parque tiene forma de triángulo con vértices A, B y C, ángulos α = 57° y γ = 76º y lados AC = 52 m y AB = 45 m.
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Carlos parte del vértice A y Felipe parte del vértice B. La meta para ambos es el vértice C, pero cada uno debe pasar por el vértice del cual partió el otro antes de dirigirse hacia C. Si los dos corren a la misma velocidad y salen al mismo tiempo, ¿cuál de los dos amigos ganará la competición?
 Solución
Carlos debe recorrer los lados AB y BC y Felipe, los lados BA y AC. Los lados AB y BA son el mismo lado, pero los escribimos así para indicar el sentido del movimiento.
Como ambos amigos corren a la misma velocidad y parten al mismo tiempo, ganará quien recorra el camino más corto. Por tanto, tenemos que calcular las distancias de cada recorrido.
Las distancias que deben recorrer ambos amigos son:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Para saber cuál es el camino más corto es suficiente conocer la longitud de los lados BC y AC.
El lado AC ya lo conocemos. Para calcular BC, aplicamos el teorema del coseno:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Necesitamos calcular el ángulo β:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Sustituimos en la fórmula:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Como el lado BC mide menos que el lado AC, Carlos ganará la competición.
Exactamente, las distancias de los trayectos son:
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
Luego
[image: El teorema del coseno (con demostración). Problemas resueltos de aplicación del teorema del coseno: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Problemas resueltos y explicados paso a paso. Trigonometría. Bachiller.]
El teorema del seno Se aplica cuando se conocen tres datos entre ellos una pareja de lado y ángulo por ejemplo el lado a con el Ángulo A. El teorema del seno es un resultado de trigonometría que establece la relación de proporcionalidad existente entre las longitudes de lados de un triángulo cualquiera con los senos de sus ángulos interiores opuestos. Esta relación fue descubierta en el siglo X.
Sea un triángulo cualquiera con lados a, b y c y con ángulos interiores α, β y γ (son los ángulos opuestos a los lados, respectivamente).
Entonces, se cumple la relación
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]

Ejemplo: En el siguiente triángulo de lados a = 8cm y b = 7cm. Calcular cuánto mide el ángulo β sabiendo que el ángulo γ mide 45º.
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Solución
Como conocemos los lados a y b y el ángulo α, aplicamos el teorema del seno:
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Por tanto,
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Despejamos el seno de β:
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Finalmente, despejamos β utilizando la inversa del seno (arcoseno):
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Luego el ángulo es
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]

Ejemplo: Se tiene un triángulo con ángulos α = 67° y β = 36° y un lado a = 6cm. ¿Cuánto mide el lado c?
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Solución
Para calcular el lado c necesitamos conocer el ángulo γ.
Recordemos que en todo triángulo la suma de sus ángulos internos es 180°, es decir, tenemos la ecuación:
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Despejamos el ángulo γ:
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Sustituimos los valores:
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Luego el ángulo es γ = 77º.
Ahora podemos aplicar el teorema del seno:
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Sustituimos los datos:
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Por tanto,
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Luego el lado c mide 6.35 cm.
Ejemplo: En el siguiente triángulo con lado b = 2cm y ángulos α = 57° y γ = 47°, ¿cuánto mide el lado a?
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Solución
Por el teorema del seno,
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Sustituimos en dicha relación los datos proporcionados:
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Tal como están escritas las relaciones, no podemos calcular el lado a porque nos faltan datos. Pero como la suma de los ángulos debe ser 180º, podemos calcular el ángulo β:
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Ahora ya podemos obtener el lado a:
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
De donde
[image: el teorema del seno (con demostración) y problemas resueltos de su aplicación: calcular lados, ángulos y áreas de triángulos. Fórmula del área de un triángulo aplicando el teorema del seno. ]
Luego el lado a mide 1.73 cm.
2. Del libro MATEMATICAS 10 que se entregó a cada uno de los estudiantes estudie pág. 84 a 85, 108 a 109   y 112 a 113; copie en su cuaderno la pág. 86 y resuelva en su cuaderno de los ejercicios propuestos en la pág. 87 los numerales 1.a, 2.a, 3.b, 4.c,    8, en la pág. 110 y 111 los numerales 1b y 6, pág. 114 y 115 los numerales 2a   y 8a.   Solucione los triángulos calculando área, perímetro, los tres lados y los tres ángulos como se explicó en clase. Escanee las hojas del cuaderno en donde en forma ordenada y clara desarrollo los ejercicios propuestos y envié el archivo en formato PDF al correo yramirezmatematicas@gmail.com con plazo máximo miércoles 25 de marzo de 2020. En el nombre del archivo coloque su nombre y apellido y en forma seguida el curso, por ejemplo, luisbohorquez1006.
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