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LA INTEGRAL

CONTEXTUALIZACIÓN
 

Los griegos ya habían aplicado métodos exhaustivos para el cálculo de áreas y volúmenes. A pesar del hecho de que lo aplicaban para áreas y volúmenes relativamente sencillos, tenían que utilizar mucha ingeniosidad, porque al método le faltaba generalidad, y no obtuvieron respuestas numéricas muy a menudo. Fue con los trabajos de Arquímedes con los que se volvió a despertar en Europa el interés por obtener longitudes, áreas, volúmenes y centros de gravedad. El Método exhaustivo se modifico primero gradualmente, y después radicalmente por la invención del cálculo.
Los trabajos del siglo XVII al respecto de este cuarto problema comienzan con Kepler, de quien se dice que se interesó por el problema de los volúmenes porque notó la falta de precisión de los métodos utilizados por los tratantes de vinos para obtener el volumen de los barriles. Este trabajo (en Stereometria Dolorium) es tosco para los niveles actuales; por ejemplo, el área de un círculo es el área de un número infinito de triángulos, cada uno con un vértice en el centro y una base en la circunferencia. De la fórmula del área de un polígono regular inscrito en una circunferencia, la mitad del perímetro por la apotema, obtenía el área del círculo. De forma análoga, consideraba el volumen de la esfera como la suma de los volúmenes de pequeños conos cuyos vértices están en el centro de la esfera y cuyas bases están en la superficie. Así demostró que el volumen de la esfera es un tercio del radio por la superficie. Consideró el cono como una suma de discos circulares muy estrechos y así pudo calcular su  volumen. Galileo, en Dos nuevas ciencias, concibe las áreas de un modo parecido a Kepler; al tratar el problema del movimiento uniformemente acelerado, presentó un razonamiento para mostrar que el área de la curva tiempo-velocidad es la distancia. 


[image: ]Supongamos que un objeto se mueve con velocidad variable v=32t representado en el dibujo por la recta OB; entonces la distancia recorrida en el tiempo OA es el área OAB. Llegó a esta conclusión considerando, por ejemplo, A´B´ como una velocidad típica en un instante y también como la distancia infinitesimal recorrida, y razonando entonces que el área OAB, que está construida con las líneas A´B´, debe ser, por tanto, la distancia total. Este razonamiento (poco claro) estaba apoyado en la mente de Galileo por consideraciones filosóficas que equivalían a considerar el área OAB como construida con un número infinito de unidades indivisibles como A´B´.






Bonaventura Cavalieri (1598-1647), discípulo de Galileo y profesor en un liceo de Bolonia fue influido por Kepler y Galileo, y fue estimulado por este último para interesarse por problemas del cálculo. Cavalieri desarrolló las ideas de Galileo y otros sobre los indivisibles mediante un método geométrico, y publicó un trabajo sobre el tema, Geometría Indivisibilibus Continuorum Nova quadam Ratione Promota (Geometría superior mediante un método bastante desconocido, los indivisibles de los continuos, 1635). Considera un área como constituida por un número indefinido de rectas paralelas y equidistantes y un volumen como compuesto por un número indefinido de áreas planas paralelas; a estos elementos los llama los indivisibles de área y volumen respectivamente. En líneas generales los indivisibilistas mantenían, como expresa 
Cavalieri en sus Exercitationes Geometricae Sex (1647), que una línea está hecha de puntos como una sarta de cuentas; el plano está hecho de líneas, como un tejido de hebras y un sólido de áreas planas como un libro de hojas, sin embargo aceptaban un número infinito de elementos constituyentes.
El método o principio de Cavalieri puede ilustrarse mediante la proposición siguiente que, por supuesto puede, demostrarse de otras formas. Para demostrar que el paralelogramo ABCD tiene área doble que cualquiera de los triángulos ABD o BCD, hace notar que cuando GD=BE, se tiene que GH=FE.
Por tanto los triángulos ABD y BCD están constituidos por igual número de líneas iguales, tales como GH y EF, y por tanto tienen que tener áreas iguales.

Este mismo principio está incluido en la proposición que se enseña actualmente en los libros de geometría de sólidos y que se conoce como teorema de Cavalieri. Con este método encontró el área acotada bajo funciones del tipo    para n=1,2,3,4,5,6,9. Pero sin embargo, su método era enteramente geométrico.
[image: ]En 1634, Roberval, utilizó esencialmente el método de los indivisibles para obtener el área encerrada bajo un arco de cicloide, un problema sobre el que Mersenne había llamado su atención en 1629. Denominó a su método el “método de las infinidades”, aunque utilizó como título de su trabajo el de Traité des Indivisibles.
[image: ]




Sea OABP el área situada bajo la mitad de un arco de cicloide. El diámetro de la circunferencia generatriz es OC y P es un punto cualquiera del arco. Se toma PQ=DF. El lugar geométrico descrito por Q se llama curva asociada a la cicloide. (La curva OQB es, en nuestra notación, y = a sen(x/a), donde a es el radio de la circunferencia generatriz, con tal que el origen esté en el punto medio de OQB y el eje OX sea paralelo a OA.) La curva OQB divide al rectángulo OABC en dos partes iguales porque a cada línea DQ en OQBC le corresponde una línea igual RS en OABQ. Entonces puede aplicarse el principio de Cavalieri. El rectángulo OABC tiene su base y su altura iguales, respectivamente, a la semicircunferencia y diámetro de la circunferencia generatriz; por lo tanto su área es el doble de la circunferencia. Entonces OABQ tiene la misma área que la circunferencia generatriz. Además el área entre OPB y OQB es igual al área del semicírculo OFC porque de la misma definición de Q se tiene que DF=PQ, de modo que estas dos áreas tienen la misma anchura en todas partes. En consecuencia, el área encerrada debajo del semiarco es una vez y media el área de la circunferencia generatriz. Además también obtuvo el área encerrada en un arco de la curva seno, el volumen generado por la revolución del arco alrededor de su base, otros volúmenes conectados con la cicloide y el centro de su área.

El método más importante para calcular áreas, volúmenes y otras cantidades comenzó con modificaciones del método exhaustivo griego. Así como los griegos utilizaban diferentes tipos de figuras aproximantes rectilíneas, en el siglo XVII adoptaron un procedimiento sistemático utilizando rectángulos. Supongamos que se quiere calcular el área situada por la parábola  desde x=0 hasta x=B.
[image: ]|


 				
	o lo que es lo mismo

					
La suma de las potencias m-ésimas de los primeros n números naturales había sido obtenida por Pascal y Fermat precisamente para su uso en tales problemas; por ello los matemáticos pudieron sustituir fácilmente la ultima expresión por 

				
Si sustituimos d por la longitud fija OB dividida por n, el resultado es


 				
Si se considera, como lo hicieron ellos entonces, que los dos últimos términos se pueden despreciar cuando n es infinito, se obtiene el resultado correcto. El proceso de paso al límite no había sido introducido todavía (o se percibía toscamente) y por lo tanto el despreciar términos tales como los dos últimos no estaba justificado. Este enfoque que fue mostrado por Stevin en 1586 en su obra Statics fue seguido por muchos otros, incluyendo a Fermat, que ya antes de 1936 conocía 

 				

para todo n racional excepto -1.
En general  la operación de integración debemos entenderla como un procedimiento algebraico que nos permite  hallar la función  f(x)  cuando solo conocemos su derivada: f’Cx)  Este proceso requiere pensar o trabajar en sentido contrario a como lo hacemos al derivar por lo cual puede parecer complicado; sin embargo nos vamos a apoyar en  nuestras fórmulas de derivación para establecer un formulario básico que nos simplifique el trabajo.


ESTRUCTURACION DE CONTENIDOS :

Primero dejaremos claros algunos conceptos:

Para denotar la operación de integración usaremos el signo integral:  ∫
al frente de la expresión matemática llamada diferencial de la función:  f'(x)dx de la siguiente manera:

∫f '(x)dx

A la parte que está a la derecha del símbolo integral también se llama integrando. 


Al resolver una integral obtendremos la función primitiva en “x”: F (x) +c , también llamada anti-derivada de la función ya que se cumple que la función se puede expresar como F(x) +c = f(x) y de este modo se obtiene d (F(x) +c) = f(x) dx que es el integrando original y donde: “c” es una constante cualquiera llamada constante de integración.

Ejemplo:





Nota:  Integra una función es calcular su primitiva, es decir  su anti-derivada ,  la integración es el proceso contrario  a la derivación,  también se afirma que integrar es cal cular el área bajo la curva f(x), 
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APLICACIÓN GENERAL

1. 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 
[bookmark: _GoBack]

8. 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
I. DESARROLLE LAS SIGUIENTES INTEGRALES. Con métodos directos y cambio de variable:


1.- 


2.- 


3.- 


4.- 


5.- 


6.- 


7.- 


8.- 


9.- 


10.- 

11.- 


12.- 


13.- 


14.- 


15.- 


16.- 


17.- 


18.- 


19.- 


20.- 


21.- 


22.- 


23.- 


24.- 


25.- 


26.- 


27.- 

II. DESARROLLE LAS SIGUIENTES INTEGRALES: Descomposición en fracciones parciales y completación del cuadrado del binomio:


1.- 


2.- 


3.- 


4.- 


5.- 

6.- 

III. DESARROLLE LAS SIGUIENTES INTEGRALES: Utilice el método de sustitución trigonométrica.


1.- 


2.- 


3.- 


4.- 


5.- 


6.- 


7.- 


8.- 


9.- 


10.- 

IV. DESARROLLE LAS SIGUIENTES INTEGRALES: Utilice el método de desarrollo por partes:


Utilice: 
Sea u y v dos funciones reales, entonces:








1.- 


2.- 


3.- 


4.- 


5.- 

6.- 

V. DESARROLLE LAS SIGUIENTES INTEGRALES TRIGONOMETRICAS:

Identidades útiles:




Dos reglas para sustitución útiles:

1) Para:


	Si m es impar, sustituir u = cosx.
	Si n es impar, sustituir u = senx. 

2) Para:


Si n es par, sustituir u = tgx.
Si m es impar, sustituir u = secx.


1.- 

2.- 


3.- 


4.- 


5.- 


6.- 


VI. SUSTITUCIONES VARIAS PARA EL DESARROLLO DE ALGUNAS INTEGRALES:

1. Cuando la expresión a integrar contiene potencias fraccionarias de la variable se pueden efectuar las siguientes sustituciones:


i) 

ii) 

Donde n es el M.C.M. de los denominadores de los exponentes fraccionarios.


iii) 

iv) 

2. Sustitución, para expresiones trigonométricas, mediante tg del ángulo medio:

· 


· 


· 


· 



1.- 

2.- 


3.- 


4.- 


5.- 
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